Chapitne 1: Nombaes et caleubs
| Encembloo de nombores

Notations ( les symboles € et c )

Prenons deux ensembles C et F avec, par exemple, C les éléves de la classe et F les filles de la classe.
- F est un sous-ensemble de C. On dit que F est inclus dans C et on notecela FcC

- Si Paul est un éléve de la classe, on dit que « Paul appartient a C » et on note cela PauleC

Définition :
- ensemble des entiers naturels est noté IN . C’est I'ensemble des entiers positifsounuls:0;1;2;3; ...

- lensemble des nombres relatifs est noté Z
C’est 'ensemble des entiers positifs ou négatifs : ...;-3;-2;-1;0;1;2;3;.. Onadonc INcZ
- L'ensemble des nombres rationnels est noté Q . C’est I'ensemble des nombres qui peuvent s’écrire sous

la forme d’une fraction % oU a et b sont deux éléments de Z avec b différent de zéro ( b#0 ).

- L'ensemble des nombres décimaux est noté ID. Ce sont les nombres rationnels que I'on peut écrire sous la
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forme — avec a€Z et nelN . Parexemple

- Enfin, I'ensemble des nombres réels est noté IR . C'est I'ensemble Q@Q des rationnels auquel il faut ajouter
tout les nombres irrationnelscomme 7 , 2 , 5 ,le nombredor...

Propriété :
Ces ensembles sont «de plus en plus gros» :

NcZcDcQcl

. rpz 1
Propriété : Le nombre rationnel % n'est pas un nombre décimal (§ ¢ D).

Démonstration :

1
Raisonnons par I'absurde et supposons queg € D. Alors % peut s'écrire % avec a<€iN et neiN

Donc % = li()” et avec le produit en croix 10" =3a .Ainsi, comme 3a estun multiplede3, 10"

est aussi un multiple de 3. Or, aucun des nombres 1, 10, 100, 1000, 10 000 ... n'est un multiple de 3 donc c'est

absurde et % n'est pas décimal.



Il htervalles ek valewr dboolue

Rappel : Un nombre réel est

représenté par I'abscisse d'un 3 -2 1 0 1 2 3
point sur la droite numérique

(placer les points d’abscisses: -2,5 ; -0,25 ; % ;1,6 ; m)

Définition (valeur absolue):

- Soit x un nombre réel, la distance entre x et zéro sur la droite graduée est un nombre positif, noté ]x\
On appel ce nombre la valeur absolue de x.

- Soient a et b deux nombres réels. On appelle distance entre a et b le nombre |b — al.
C ‘est la distance entre les deux nombres sur la droite graduée.

Exemples :
|5|=5 |—2|=2 |5-3|=2 |5-(-2)|=7
|-5]= 10| = 12,1 — 10| = [-0,5 -2/ =
e 242 ix>0
Propriété: Soit z € R. On a |z| = { vl x -
—x six <0.
Remarque : La valeur absolue est une fonction z — |z| . Parexemple -3 — |—3|=3

Définitions (intervalle) : Soient a et b deux nombres réels
On appelle intervalle fermé [a ; b] 'ensemble des nombres réels x telsque a<x<b
On appelle intervalle ouvert ]a ; b[ I'ensemble des nombres réels x telsque a<x<b

De la méme maniére, [a; b[ est 'ensemble des nombres réels xtelsque a<x<b

Représentation graphique:

Intervalle [-2 ; 3] 4 5 i : 1 2 3 .

Intervalle ]-1; 2[

Intervalle [0,5 ; 3,5[ : ! B : : . : :

Onnote[a; +wo [ Il'ensemble des nombresréels x telsque x=>a
De méme,] —oo ;a]estl'ensemble des nombres réels x tels que x<a



Définitions :

Soient | et J deux intervalles

- L'intersection de | et J est notée INJ

C'est 'ensemble des réels qui appartiennent
alafoisaletal.

- Laréunion de |l et J est notée [1UJ

C’est 'ensemble des réels qui appartiennent a l ou a J.

Exemples :
La réunion des intervalles [2 ; 5] et [4 ; 7] est P'intervalle [2 ; 7]. Cela S’écrit aussi  [2 ;5]U[4;7]=[2; 7]
Lintersection des intervalles [2 ; 5] et [4; 7] est [4; 5].On écrira [2;5]N[4;7]=[4 ;5]

[1;48|U[4;7]=
[1;48]U[4;7]=

Propriété (intervalle et valeur absolue) : r
Soient a un nombres réels, et r un réel positif. //—\/—\

Les nombres x qui sont a une distance de a I | I

inférieure a r sont exactement ceux de | I | >
lintervalle [a—r;a+r] a-r a a+r

En terme mathématique, on écrira plutét |x—al<r sietseulementsi Xx€[a—r ; a+r]

Exemple :
Ix-3|<2 & x€[3-2;3+2] & x€[1;5]

xX€[-2;4]  x€[1-3;1+3] & |x—1|<3

Ix—10|<2 <

x = (=5)l<5 =



I Anithmatioue.

Définition : Soient a et b deux nombres entiers relatifs. On dit que a est un diviseur de b lorsqu’il existe
keZ telque b =k Xxa .Onditaussique b est un multiple de a ou encore que b est divisible par a.

Exemples : 3 est un diviseur de 36 car 36 = 312
5 ne divise pas 21 car il est impossible d’avoir 21 =5Xk avec keZ ,
le mieux qu’'on puisse avoirest 21 =5X4 +1 (il reste 1).

Exemple : Les diviseurs du nombre 30 sont :

Définition : Soit a€Z unnombreentier. a estunnombre:

- pair lorsqu’il existe k€Z telque a =2Xk

- impair lorsqu’il existe kK€Z telque a =2XKk +1
Exemple: 31 =2X15+ 1 estunnombreimpairet 36 = 2X18 est un nombre pair.

Théoréme :
Soit a€Z .Si b et b' sontdeuxmultiplesdeaalors b +b' estunmultiplede a

Démonstration :

Remarque : Une nombre entier k admet toujours au moins deux diviseurs : 1 et lui méme. En effet, on a
toujours Kk = 1XK . Pour certains nombres ce sont les seuls diviseurs possibles...

Définition :
Un nombre premier est un entier naturel possédant exactement deux diviseurs distincts : 1 et lui méme.

Exemples : Les nombres 2; 5; 7; 11 et 13 sont des nombres premiers.
Le nombre 12 n’est pas premier car ses diviseurs sont 1, 2, 3, 4, 6 et 12.

Définition : Soient a€Z et beZ . Cesdeux nombres peuvent avoir des diviseurs en commun.

Le plus grand diviseur commun de a et b est noté PGCD(a,b) (PGCD signifie «Plus Grand Commun Diviseur»).
Exemple : Cherchons le PGCD de 18 et 24.

Les diviseur de 18 sont: 1, 2, 3, 6, 9, et 18.

Les diviseurs de 24 sont :

Les diviseurs communs sont :

On peut donc écrire PGCD(18,24) =



Définition : Quand deux nombres n’ont pas de diviseur communs autre que le nombre 1, on dit qu'il sont
premiers entre eux.

Exemple : - 4 et 9 sont premiers entre eux
- 12 et 11 sont premiers entre eux
- 15 et 6 ne sont pas premier entre eux (ils sont tous les deux divisibles par 3).
- 30 et 5 ne sont pas premier entre eux (ils sont tous les deux divisibles par 5).

Remarque : deux nombres a et b sont premiers entre eux si et seulement si PGCD(a,b) = 1

Définition : Soient a€Z et beZ avec b#0 .Ondit que lafraction % est sous forme

irréductible si a et b sont premiers entre eux.

. . . 12
Exemple : Mettre sous forme irréductible la fraction 8

_ . . 21
Exemple : Mettre sous forme irréductible la fraction 3

Exemple : Mettre sous forme irréductible la fraction %



Nous allons voir que la parité d’'un nombre (le fait qu’il soit pair ou impair) ne change pas

quand on le met au carré.

Propriété A :
Soit a€Z .Si a estimpairalors a’ est impair.

Démonstration :

Propriété B :

Soit a€Z .Si a estpairalors a’ est pair. (Démonstration : c’est quasiment la méme)

Contraposée de la propriété B :

Finalement, en réunissant A et la contraposée de B, on a deux théorémes :

Un nombre est impair si et seulement si sont carré est impair.
ET
Un nombre est pair si et seulement si sont carré est pair.

Nous avons désormais tous les outils pour démontrer le théoreme suivant :

Le « si et seulement si » signifie que
ca marche dans les deux sens :

a estimpair < a2 est impair

Théoréme : Le nombre /2 est irrationnel. En d’autres termes V2 Z Q

Démonstration :




/VRW caviée d'un Mfmﬂ'w

Définition : Soit x un nombre réels positif. La racine carré de x est 'unique nombre réel positif dont le carré
est égal 3 x. Elle est notée  Vx .

On a donc, pour tout X =>0, (\/;)2=X )
Exemples: o=0 , +Ji=1 , +25=5

Propriétés : Soient a et b deux nombre réels positifs. On a alors :

1) +Jab =+a+vb .Donc,si b#0 ,alors \/g_%a

g b~ Vb
2)Si a<b alors Va<+b

3) Si a et b sont strictement positifs, alors Ja+b < Ja++vb

Démonstration du point 1) :
Considérons a et b deux nombres réel positifs. On sait que ab>0 etque (Vab) =ab
De plus (Vavb)'=(Vavb)(Vab)=(Va)'(Vb)' = ab .

Ainsi, Vab et +a+vb sont deux nombres positifs qui ont le méme carré : ils sont donc égaux.

Démonstration du point 2) :
On rappel d’abord qui si on a deux nombre positif x ety avec x>y alors forcément x°>y” .

Considérons deux nombres positifs a et b tels que a < b et essayons de montrer que Ja<ib .
Raisonnons par I'absurde en supposant que vJa =+b (cest le contraire de ce gu’on veut montrer).

D’apreés le rappel, on en déduit que (\/5)2 2_(JE)2 etdoncque a=b .Clestlecontraire de a<b donc
c'est absurde. Finalement on a forcément Va < vb

Exemples :
V36=6 car 6°=36 ,maison peutaussiécrire que 36 =+9x4 =+/9x/4=3x2=6

V18 = V9x2 =/9xV2 = 3x+2
81<100 donc +/81<+100 (ici c’est clair car V81=9 et +100=10 )

Propriété :
Pour tout nombre réela, ona Va’=|al| .



